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Exercice 1 1. Décomposer en éléments simples dans C[X] la fraction X
byl : _ an’+5
2. Nature de la série ) up, ot up, = 5% 5 5.

Exercice 2 Soit a € C et E I'ensemble des suites complexes telles que Vn, ty 2 = 2atn+1 + 4(ia — 1)u,. Montrer que E est un
sous-espace vectoriel, et déterminer, en justifiant, sa dimension.

Exercice 3 [ENSEA PSI] Soit A une matrice dont les quatre coefficients sont des variables indépendantes de loi uniforme sur
{—1,0,1}. Calculer la probabilité que A soit inversible, puis que A soit de rang 1.

Exercice 4 [NavaLe MP] Soit f € £(E). Montrer que f est un projecteur si et seulement si rang f + rang(f — id) = dim E.
Exercice 5 [CENTRALE PSI] Soit n € N* et X3,...,X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi uniforme sur
{-1,1}.Onpose S, = L 31| Xj et ¥(A) = In(cosh \).

1. Soit Z une variable aléatoire. Montrer que Y\ > 0,Vt € R, P(Z > t) < e ME(e}?).

2. Montrer que P(S,, > 0) > 1/2.

3. Montrer que V¢ € R, L InP(S,, > ¢) <inf{¥(\) — A, A > 0}.
Exercice 6 [MinEs MP 2024] Considérons I'équation différentielle (E): 2%y’ +y + 22 = 0.

1. Résoudre (E) sur R . Montrer que (£) admet une unique solution qui admet une limite finie en 0.

2. Existe-t-il des solutions de (F) admettant une limite finie en 4+-00?
Exercice 7 [MiNEs MP] Soitn > letz; <y < ... <z, <y, des réels.

1. Soit P € R,,_1[X]. Montrer que si Vi, fjl P(t)dt = 0, alors P = 0.

2. Montrer qu’il existe P € R,,[X] non nul tel que Vi € [1,n], ffj P(t)dt = 0.
Exercice 8 [MINES MP 2024] Soit I un intervalle non trivial de R. Montrer que toute fonction de classe C? sur [ est la différence deux
fonctions convexes.

Exercice 9 [MINEs MP 2024] Soient o € R et X une variable aléatoire a valeurs dans N*. Comparer E(X %) et E(X ).
Exercice 10 [X MP 2024] Déterminer la nature de la série ) sin(mv/n),

Exercice 11 [X MP 2024] Soient f € C*°(R,R) et (a,b) € R? avec a < b. Montrer ’équivalence entre :
(7) f n’est pas polynomiale,
(ii) Vect ({z — f(az + B) ; (o, B) € R?}) est dense dans C°([a, b],R).
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